Corrigé

Partie I : Etude des petites valeurs de n

1. Quelles que soient les circonstances, les deux points distinets M et M, sont des points alignés.

2. S’il existe une valeur de k telle que: MM, sont des points

+1

=M, M

k+2?

les points M,, M, ., M,

k+1? k+2
alignés, le point 1£,, étant le milieu de [A£,Mf,.,]. Cest le cas si deux vecteurs consécutifs sont égaux tous
deux ou bien 4 i ou bien & Jr

Considérons les cinq premiers points M,, M,, M,,M,, M, de la suite(M_ )&0. Ou bien la circonstance
précédente se produit pour k=0, 1 ou 2 et dans ce cas trois consécutifs des cing points sont alignés, ou bien

deux vecteurs consécutifs sont égaux ['un a i Iautre a } et dans ce cas ﬂfaﬁ.«fz =M’2M;_: =f+_}', les points

My, M, et M, sont des points alignés, M, étant milieu de [A{DM' 4] ;

Quelles que soient les circonstances, trois des cing premiers points de la suite (11, )kaﬂ sont des points

alignes.

Partie II : Préliminaires

3. Procédons par récurrence pour construire la suite (u, ), .
Initialisation : Aurang 0: MM, = uo;'+(0—uc,]_} avec: u, =0

composantes sont deux entiers positifs et de somme &) . Alors au rang suivant (k+1) :

MM, = MM, + MM, =(u,i+(k-u,)j)+ MM,

Deux cas se présentent

e Si MM, =i, ;’L{Dﬂ{m:(uk+1]§+[k—uk}}=[uk+I)?+((k+l)—(uk+1]]j, auquel cas:

Uy =1, +1

s S Afkﬂf,m:}, ﬁffc,f;{,rH:ukr_#{k—uk+1)_j=uk:_'+[{k+1]—uk}},auquei cas: u, , =,



Quelles que soient les circonstances, au rang suivant les deux composantes sont des entiers positifs et de

Upy = Uy
somme (k+1). Précisément : {ou bien , ce qui définit les relations de récurrence en jeu.
Uy, =t +1

Il existe une suite (i, ),., de nombres entiers positifs telle que :
Pour tout entier naturel & : M’Dﬂﬂ =1, r:+(k—u,.()f avee u,,, =u, ou u,;=l+u,

(Les composantes du vecteur M, Af, sont ainsi deux entiers positifs de somme k)

4. Supposons que 1'on dispose de deux nombres réels s et  pour lesquels il existe n entiers k tels que

u, =ks+r.

Notons k.k,,....k, ces entiers.
e D’une part : ﬁ;faﬁf,r: =f(1(3-!':+[1—3]}]+!‘(;+ })

e D’autre part, pour tout indice itel que 1<i<n : M’uﬁffk: =k, [SE:+(1—S)_j.'-)+I(!':+_}:)

On en déduit : thpf; =(k -k, )(sf+(1 - 5]_;) pour tout indice i tel que 1<i<n

Les n points d’indices &.k,,....k, sont tous alignes sur la droite passant par le point d’indice &, et de

vecteur directeur le vecteur : (SF +{1 —5) J )

L’existence de deux réels s et  tels que w, =sk+¢ pour n valeurs différentes de I'entier & assure

I"alignement d’au moins 7 points parmi ceux de la suite (A4, ),

5. Vu la construction par récurrence des termes de la suite (u k) de la question 3, pour tout entier k

k20
strictement positif : , =& +&,+...+¢&, avec & =0 ou | pour chaque indice itel que 1<i<k .
Le terme u; est une somme de & nombres entiers égaux a 0 ou bien a 1, cette somme est done comprise entre

0 et k, comme nous 1’avions d’ailleurs remarqué dans le courant la question 3 (« composantes entiers positifs

et de somme k »).



De I'inégalité 0<u, <k, on déduit que 0< “?* <1

Pour tout entier & strictement positif, v; est un nombre compris entre 0 et 1.

6. Theoreme des tiroirs.

Procédons par contraposition.

Soit ket / deux entiers naturels non nuls. Supposons que tous les k tiroirs contiennent chacun au plus (¢ —1)

chemises. Alors le nombre de chemises contenues dans [’ensemble des tiroirs est inférieur ou égal a

ko (E" — l}., nombre qui, puisque { et k sont des entiers naturels non nuls, est lui-méme inférieur ou égal au

nombre k£ —1 : Si tous les & tiroirs contiennent chacun au plus (f - l) chemises, alors il y a au plus &£/ -1

chemises dans [’ensemble des tiroirs.

Par contraposition, s’il y a au moins & / chemises dans I’ensemble des tiroirs, au moins ’un des tiroirs

contient au moins ¢ chemises.

Partie III : Barriéres rationnelles
: : - ———
7. Soit k un éventuel entier tel que 3 soit situé entre vy et v, .

i, : :
L — i1 :
Nous avons vu que v, =—— . Deux cas se présentent suivant la valeur de u,, :
k

* Premier cas : u,,; =u, .

u, u u a
Alors, v, —v,=—*-—Ft=——% <0 . Danscecas: v,, <<V,
k+1 k  k(k+1) b
. . u, _a _u . bu, <ka+a
Les nombres entiers a et b sont présumés tels que £—<— soit tels que
k+1 b k ka<bu,

tels que: 0<bu, —ka<a.

Dans ce premier cas, bu, —ka est positif et inférieur ou égal a a.

* Deuxiéme cas : u,,, =u; +1

u, +1 u k—u
Alors: v, —v, =%~ % =—_* >0 Danscecas: v,, >

Tkl k K(k+1)

, ¢’ est-a-dire



u, +1 . bu, <ka -
< soit tels que , ¢ est-a-

u, _a
b k+1 kat+a<bu, +b

Les nombres entiers a et b sont présumeés tels que ? <

diretelsque: a—b<bu, —ka<0.
Dans ce deuxiéme cas, bu, —ka est négatif et supérieur ou égala a—b.
Quel que soit son signe, bu, —ka est entre le nombre négatif a—5b et le nombre positif a.

Quelles que soient les circonstances : a—b<bu, —ka<a

g : . 5 N
8. Supposons qu’il existe au moins (b + 1]:? entiers k tels que 5 soit situe entre vy et v, ;.

D’aprés la question précédente, ces entiers vérifient tous la double inégalité : a —b<bu, —ka<a.

Or, entre I'entier a — b et I'entier a, il y a exactement, au sens large, (b +1) entiers, a savoir les entiers :

a—>b, (a—b)+l, (a—b)+2 ..... (a—b)+b=a "

Répartissons les (b +1)n entiers £ en (b +1) « tiroirs » :
e Ceux pour lesquels bu, —ka=a—b exactement.

e Ceux pour lesquels bu, —ka=a—b+1 exactement.

e Ceux pour lesquels bu, —ka:(a—b]+a=a exactement.

D’aprés le théoréme des tiroirs, I'un au moins de ces « tiroirs » contient au moins n entiers.

Il existe donc au moins un entier ¢ appartenant a 1’ensemble {0, L..., b} tel qu’il y a au moins » entiers k
vérifiant I'égalité : bu, —ka=a—-b+c.

S Epr S O S a a-b+c
Cette égalité s’écrit aussi bien: 1, =k—+——-

b b

a-b+rc
b

: a : :
Si nous posons: s=—;f= , nous pouvons proposer deux nombres réels s et + pour lesquels 1l
b

existe au moins n entiers k vérifiant la relation w, =sk+1.



D*aprés la question 4, la suite (M' k] contient au moins # points alignés.

k=0

Un critére d’alignement de » points parmi ceux de la suite (M' ,r) est qu’il existe une fraction de

k20
dénominateur b encadrée par au moins (b+1)n paires de termes {v, ; v, |, ¢’est-a dire des paires de termes

consécutifs de la suite (v, ) .

Partie IV : Couples serrés, moyennes naives et recouvrements par des intervalles

principaux

: 0 1 : : : .
9. Pour le couple de fractions [T ; I] ,a=0;b=c=d =1, la vérification est immédiate.

10. Soit {% : -3) un couple de fractions serré.

a c_ad—bc

10.a. Alors : 377 . Par hypotheése, b et d sont des entiers strictement positifs et bce—ad =1. En

bd
, a c 1 H . g o ek a ¢
conséquence : i o La différence entre ces deux fractions est strictement négative, done 5 < =

10.b. La moyenne naive des deux fractions (E g E] est la fraction : o i :
b d y b+d

On note, par un simple « jeu d’écriture », que les deux nombres entiers [a + c) . (b +d) vérifient les relations
suivantes : bx(a+c)—ax(b+d)=cx(b+d)-dx(a+c)=bc—ad

T ’ :
Le couple (E : —] etant suppose serre, be—ad =1.

d

Ces relations s’écrivent aussi bien : E;-x(a+c?)—ax(b+d)=cx(b+d)—dx(a+c]=l

On en déduit d"une part que la relation de Bézout est vérifiée pour les deux nombres entiers

[a+c); (b+d):



est bien irreductible.

s o A
Ces nombres sont premiers entre eux et la fraction

b+d
On en déduit d’autre part que les couples (% ; ;:;) et ( ;:; ; g] sont des couples serrés.

En résumeé la moyenne naive d’un couple de fractions serré est une fraction irréductible qui s’intercale

strictement entre elles en les serrant I’une et I’autre.

11. Supposons que [% : 5) et (5 3 ?) soient deux couples de fractions irréductibles serrées. Par

hypothése, be—ad=de—c f=1.

g : i i e c e : c ; y a
La question 10.a a montré que s’il en est ainsi, 5 < : et 7 <—, la fraction 7 est intercalée entre 3 et

e R i | c e 1
— . Plus précisément : —— —= At

—_— et ————=——
d b bd d f df

le sont aussi.

, , : , 1
Or, silarelation d = 2n est vérifiée, les relations : 0« — =<

1 1
< t0c—=<
i A @F 20

1 :
On en conclut d’une part que : 0< 5—3 < —— , autrement dit que :

b 2bn
c o g a a 1 - s - .
— appartient a Pintervalle |—; —+—— | donc a I'intervalle principal superieur de la fraction —.
d b b 2bn b
On en conclut d’autre part que : — 2. 520 , autrement dit que :
2fn d
1

. £|: donc a ’intervalle principal inférieur de la fraction it

3fn’ ¥

3 appartient a I'intervalle {E =

czuef@ :
12. Nous avons vu en question 1 que le couple initial {T - E] ¢tait un couple serré et en question 10.b que

la moyenne naive d’'un couple de fractions serrées s’intercale strictement entre les deux fractions en les
serrant 'une et 'autre. A chaque étape, le processus déerit ne génére done que des listes de fractions

irréductibles qui serrent leurs deux voisines et dont le dénominateur est strictement inférieur 4 2n. Or, il n’y
a qu'un nombre fini de fractions disponibles, c¢’est-i-dire de fractions irréductibles 0< % <1 dont le

dénominateur est strictement inférieur a 2n . Ce nombre de fractions est en effet au plus égal au nombre de

, o 1<bh<2n-1 o
couples de nombres entiers (a ; b) vérifiant : W , ¢’est-a-dire, vu que a prend au plus b+1
<a<



valeurs pour b fixé, i la somme 2+3+4+ __+2n_ somme de termes d’une suite arithmétique qui vaut :

2n" +n—1 (le lecteur pourra le vérifier).
On remarque que pour n =1 : 4n’ —{lnl +n —1) =2n"+n—1=(n+1)(2n—1)=0 : le nombre de fractions
disponibles est inférieur ou égal 4 4n> . Le processus ne peut générer davantage de fractions.

Nécessairement, le processus s’arréte et la liste obtenue contient au plus 4n* fractions.

) a a . g 3 - s
13. Soit g, =— ; g;.; =——~ deux fractions consécutives de la liste obtenue a I'issue du processus. 11 s’agit
k k4l

d’un couple serré.

C a, +a : . . . .
Leur moyenne naive est la fraction imréductible 7, = ———*L  Cette fraction serait la prochaine fraction qui

* b, +b,

+1

viendrait s’ intercaler dans la liste entre g et g,,; s1 ['on continuait I’algorithme.

Conformément aux directives du processus: 1<b, <2n—1 et 1<h  <2n—1 car les dénominateurs de
toutes les fractions générées sont au plus égaux a 2n—1 mais en méme temps la somme b, +b, , de leurs

dénominateurs est au moins égale & 2n, sinon le processus décrit aurait déja mtercalé une fraction entre les
deux fractions en jeu.
Ainsi: 2n <b, +b,,; <2x(2n—1)=4n-2 donc a fortiori : 2n<b, +b;,; <4n-1

k4l

Les déenominateurs des fractions »; appartiennent tous a [21? s dn— l]

14. Pour chaque entier ke {l i S e l}, le couple de fractions(g, : g,,,) est serré et leur moyenne naive

1y est d’aprés la question 10 une fraction irréductible qui s’intercale strictement entre elles en les serrant
I"une et 1"autre.
Or, le dénominateur de la fraction r; qui s’intercale entre g et g,,, a d’aprés la question précédente un

dénominateur au moins égal 4 2n. Cette condition étant vérifice, d’aprés la question 11, cette fraction

appartient a Dintervalle principal supérieur de ¢ et 4 Dintervalle principal inférieur de ¢, :

<rn<q,+ et aussi ; - Lr<q,,,.
Gy <1 =q; e Qi1 b ¥ < e

b k+l

[q,r : r}} est inclus dans I'intervalle principal supérieur de g; et [r; ;qm] est inclus dans I’intervalle

principal inférieur de g, ,



Complément : un exemple de mise en ceuvre du « processus » :

Les algorithmes qui suivent ont été éerits avee TI-Nspire.

La fonction mna définit
la moyenne naive de
Le

deux fractions.

programme  « etape »
insére dans une liste de
fractions les moyennes
naives de deux fractions
consécutives a condition
que leur somme des
dénominateurs soit plus

petite que 2n .

.

. getNum(x}+getNum [y] Terminé
Diefine mna(x.y}=
getDennm(.\':H getDEnﬂm(yJ
12 ) 17
ITIFICT | e, e —_—
5 17 29

Terminé

etape ) |

Define rtapet_t ,n]=

Pram

Define y=x

Far i, 1,dim(x)-1

It getDetmtu{\[.l]}+getDéuom[.r[H]_]}-c:J n Then
augment(y, { maalei]x[i+1]) }) <
Endlf

EndFor

Sartd, y

Disp »

EndPrgm

La recherche de la liste
1ssue du processus déerit
dans le probléme peut
étre automatisée, c’est le
du

role programme

« Processus ».

pmes'susf{ 01 }i}

= =
[ T
=
e

O S

w |2
-
—

e e e
& =
i
[
(ST
[T ™
W
[
[
S

R e R R
i e e S }
65473672758 374¢8'
el sty AL te i o5 3 8 o B
765473572753 74587
Terminé

—

‘processus’ enregistr. effectug

Diafine prucessusﬂ.r,.-.r}=

Prgm

Local z,u,r

Define z=x

Diefine r.r-ss-q{geﬂ:lennm{zlx]:lvg:—TDeaniz[H 1]],;-, l,tizm{z]- 1
Diefine r=minlu]

‘Whila r=2- 1

e!ape’qz,.'l}

y=z

Define ii-seq{gérDemm{z[I]J+g<—TDenomlz[J+ 1]],1, 1,dimlz)-1
Diefine r-mln':_'.']

EndWhils

EndPrgm

NB. Les listes ainsi générées portent le nom de « suites de Farey ». Le lecteur pourra se documenter a leur

propos.




Partie V : Coincé dans un intervalle principal

Uy

15. D’aprés la définition des termes de la suite (v, ), : v, = i

. g o g a _a 1 .
S1 chacun des termes v,, ; V., i...i Vo, appartient a I'intervalle [3 : 3 + —] . pour tout entier k tel que

2bn
n<k<2n-1: <@, 1
b b 2bn
: a _u; !
. Dunepan:gi?,ceqmdonne:buk—akEO
: 2fn—
. D*autrv:parlH—'r*_:£+L ceqmdcme:bui—akii.&':i_ 2 1=F:'—L¢:F:'
kb 2bn 2n 2n 2n 2n

En définitive pour tout entier k tel que fn<k=2/n—1: 0<bu, —ak</

16. Nous avons ainsi trouvé f»n nombres u; qui prennent I'une ou l'autre des f valeurs de I’ensemble

{0:1;...; £—1}.D’aprés le théoréme des tiroirs, au moins une de ces valeurs est prise au moins # fois.

Il existe au moins un nombre entier ¢, vérifiant 0<c</-1, tel que bu, —ak=c, c’est-a-dire tel que

. : ; a c
u, = Ek + ™ pour au moins 1 valeurs de I'entier k. D’aprés le résultat de la question 5 avec 5= > it= 5 :
La suite (.M . ]nzl contient au moins # points alignes.
17. On suppose mamtenant que chacun des termes v, ;v,, ...V, appartient a [intervalle
. bout extier Eidd que ta< k<ot —1: &L M B
— ——— . — |, donc pour tout entier ktel que fn<k<2fm-1: ————=< =< —
b 2n b ¥ : b 2bn k b
. Lo MR :
¢ D’une part: 32? ,ce quidomne : bu, —ak<0
u, a 1 : k k 2in-1 1
e D’autre part —~> ———— ce quidonne : bu, —ak>—— . Or: ——2- =—f+—>—f
kb 2bn 2n 2n 2n 2n

En définitive, pour tout entier ktel que fn<k<2/m—-1: 0=bu, —ak>—/.

Nous avons ainsi trouvé fn nombres u; qui prennent 'une ou ['autre des / wvaleurs de I'ensemble
{— f+l;—f+2;..-1; 0}. D’aprés le théoréme des tiroirs, au moins une de ces valeurs est prise au moins

n fois.Il existe au moins un nombre entier ¢, vérifiant —/ +1<c <0 tel que bu, —ak =c, c’est-a-dire tel

b ¢ ; ;
que u; =—k + — pour au moins n valeurs de I’entier k.
a a

La suite (M’ o )"21 contient dans ce cas aussi au moins # points alignés.



Partie VI : Conclusion

18. Faisons le point :

¢ Nous disposons d’aprés la question 12 d’une liste d’au plus 4n° fractions irréductibles issues du
processus: 0=g, <q, <...<q, =1, liste dont tout couple consécutif est serré. Ces fractions partagent
I"intervalle [0 ; l] en au plus 4n° —1 intervalles [qk . th]

» Nous avons partagé en deux morceaux chacun de ces intervalles a ’aide de la moyenne naive r; de
leurs extrémités.

 Nous avons ainsi recouvert 1’intervalle [0 ;1] par au plus 2 x(rﬁlﬂ2 —1) =8n" -2 intervalles, a savoir
[g: ;7] et [ 3 o] 0 1Sk <f—1<4n”-1, tous inclus dans des intervalles principaux. Notons
N =8n" -2 ce majorant du nombre d’intervalles de recouvrement.

» Les dénominateurs de ces fractions ¢; ou r; sont, d’aprés la question 13, tous inférieurs ou égaux au

nombre 4n —1. Notons B=4n—1 ce majorant des dénominateurs employés.

18.a. La suite (M 1—) étant constituée d’une infinité de points, la suite associée [v,.c ]}ao est constituée d’une

k=20
infinité de termes. L'un au moins des intervalles de subdivision [qk : rk] ou [-’k— Sl +1] contient une infinité

de termes. Notons ] cet intervalle.
Distinguons deux cas de figure :
Premier cas : Tous les termes v; appartiennent & J a partir d un certain rang 4.

Si nous choisissons /¢ de sorte que /m =>4, tous les termes v; depuis celui d’indice fn jusqu’a celui
d’indice 2/ n—1 appartiennent 4 I. L une ou I’autre des questions 16 ou 17 permet de conclure que la suite

(A, )kzu contient bien n points alignés.

Deuxiéme cas : La position des termes de la suite (v; ),,, fluctue, tantét dans 7, tantot a I"extérieur de 7.

En considérant les sorties et les entrées successives dans Iintervalle 7, nous pouvons construire une suite de

couples ¢, = {1—'14 ¥) > Vi H+1} de termes consécutifs tels que, pour chaque indice k, I’'un des deux éléments est
a I'intérieur de J et I"autre a I’extérieur. Construisons ainsi au moins 8n° couples.

g g == - . 2 .
L’une des deux extrémités de [ sera ainsi encadrée par au moins 47~ couples, donc par au moins (B+ 1) X

couples avec les notations mtroduites au début de cette question.

Les hypothéses de la question 8 sont alors vérifiées. Nous pouvons conclure que la suite (A, ),,, contient

bien n points alignés.



Quel que soit le cas de figure, et quelle que soit la valeur de I’entier # =2, la suite (M' k }&0 contient

toujours au moins » points aligneés.

18.b. Considérons, comme il n’est pas tout a fait indiqué dans 1’énoncé, les nx a2 premiers points de la
suite (M, ).,
L’exposant de 2 est ainsi choisi ainsi parce que : 32n* —2= (Sn2 —2) >-<(4i'r1 + IJ =Nx{(3 + l)n +l} et que

nous allons exploiter cette factorisation.

Intéressons-nous plus particuliérement aux termes de la suite (v, ]_&0 d’indices : nx2’ on j appartient a

4 | . T 2 i 2pt-2
I’ensemble : {l N R L —2} , a savoir les termes d’indices : n, nx2, nx2°,...,nx27,.. nx27"

Il v a ainsi 32.*14—2:(8.*1: —2):-:(41:1 +1) termes qui se répartissent dans les N =8n"—2 mtervalles de

subdivision [‘3'1— : .r'k] ou bien [rk : th] des questions 12 a 14.

» 3 £ 5 i i : N . . 3 -
D’aprés le théoréme des tiroirs, au moins un de ces intervalles contient au moins 45~ +1 termes. Soit [ cet

mtervalle. Soit j;,<j, <..< j, .  les exposants j associés aux termes qui vérifient I’appartenance a 1.

Distinguons deux cas de figure :

Premier cas : Il existe un exposant j, tel que tous les termes de la suite (v, )m dont I’indice est entre 1 x 27

et nx 27 sans exception, sont aussi dans [ . S”il en est ainsi, au moins tous les termes dont ’indice est
entre 5 x 2’ (inclus) et 7 x 2%*! (exclu) appartiennent a I . En vertu de 1'une ou I’autre des questions 16 ou

17, lasuite (M, ), contient bien n points alignés

kz0

Deuxieme cas: Ou bien cette circonstance n’a pas lieu et dans ce cas, pour chaque u tel que
1<u<dnw’ = (B+1)n, il y a au moins un terme de la suite (v }kzu d’indice compris entre nx 2’ (inclus) et
nx2*! (exclu) qui, lui, n’est pas dans I. Ainsi, entre les termes d’exposants J, et Joue1» Une extrémité de J

est traversée au moins deux fois (une fois pour sortir de I et une deuxiéme fois pour y rentrer).

En considérant les sorties et les entrées successives dans I'intervalle I, nous pouvons construire une suite
finie d’au moins 8,° couples c, = {1«'“ )’ v“mﬂ} de termes consécutifs tels que, pour chaque indice k, I'un
des deux ¢léments est a I"intérieur de 7 et I’autre a I’ extérieur.

Nous disposons alors d’au moins 8n° =2(B+l}xn termes qui sont de part et d’autre soit de la premiére
extrémité de 7, soit de la deuxiéme extrémité. Par conséquent, au moins 47, =(B+l)n de ces termes sont de

part et d’autre de ['une des deux extrémités.



De facon analogue au 18.a, les hypothéses de la question 8 sont alors vérifiées. Nous pouvons conclure que

la suite (M, )s-zo contient bien n points alignés.

Quel que soit le cas de figure, et quelle que soit la valeur de I’entier # = 2 , dans I’ensemble des

nx2""~ premiers points de la suite (M’ . ]&0 ,il y a toujours au moins » points alignés.

NB. 1l est sans doute possible de proposer un meilleur nombre car certaines majorations ont été faites « a la

louche ».

Sous réserve de contrdle laissé au soin du lecteur :

Par exemple, nous avons vu que le nombre f de fractions irréductibles de la question 12 est majoré par
2n” +n—1, il serait possible de choisir : N =4n" +2n—4.

Nous avons vu aussi que les dénominateurs des fractions r; sont majorés par 4n — 2, il serait possible de
choisir: B=4n-2.

Il semble donc qu’on puisse proposer le nombre : E =N x ([B +1)n + 1] =16n" +4n’ —14n° +6n—4

: . 16" +4n’ 14n*e6n—4
comme exposant de 2 et remplacer le nombre de 1’énoncé par le nombre > 2" 77 77 7

Ainsi, pour étre sar d’avoir trois points alignés au moins, 1"énoncé propose un nombre de points de ’ordre de
5,58x10™" ; quant & nous, nous proposons un nombre de points de 1’ordre de 1,40x10™", quatre fois moins,

5 5 s k] - .
et si ce nouveau nombre s’ avére correct, nous n” en proposerions « que » 2,56x107 | le gain serait

substantiel..

Partie VII : Vers l'infini, et au dela !

19. Cette question joue quelque peu sur le sens que I'on donne a I'expression « une infinité de points
alignés ».

Supposons d’abord qu’il existe une suite de points (M'i,] ..o telle que I'ensemble des nombres de points qui

font partie d’'un méme alignement soit un ensemble borné.

Cet ensemble posséde alors un plus grand élément. Soit 4 le nombre maximal de points alignés de cette

suite (M), , -

Les différentes parties précédentes ont montré que 1'on pouvait trouver dans toute suite (M, ) _, un nombre

quelconque de points alignés. En particulier, on pourrait trouver un alignement de 4+1 points, ce qui

contredirait le statut de 4, "hypothése d’'un nombre maximal de points alignés est a rejeter.

On peut donc trouver dans la suite (A1,) .., des alignements arbitrairement longs, c’est-a-dire composés

d’un nombre fini quelconque de points, aussi grand qu’on le veut.



Pour autant, est-ce qu’il existe toujours un vecteur » fixé et un point M, fixé de la suite tel que MM, soit

colinéaire 4 1 pour une infinité de valeurs de & ? Rien dans le probléme ne prouve cette propriété.

Une suite de points (M' . }m ne contient pas nécessairement une infinité de points alignés.

Illustration par un contre exemple

1700 | ¥

En bleu un chemin (M, )., en jJ

escalier coincé entre les paraboles
d’¢quations y =x7 et y= (x = l)2 5
Il ne peut pas y avoir une infinité
de points M, alignés car il n’y a
aucune droite qui soit incluse

entiérement dans la région limitée

par les deux paraboles. 100 o e

NB. Ce probléme, dont I'étude nous a captivé, gui nous améne a dérerminer un ensemble fini qui posséde a
coup siir une propriété donnée, exhale un délicat parfum de « théorie de Ramsey », théorie que nous avons
découverte a certe occasion. Il nous initie a certaines des méthodes utilisées dans ce genre de situation. Nous

invitons le lecteur a consulter par exemple [ 'article Wikipedia correspondant.






